Chapitre 11 : Calcul matriciel et systéemes linéaires

Produit matriciel

Exercice 1: Effectuer les produits matriciels suivants :
L (3 1Y
“\0 2
5 1 0)/0 O
0 0/\0 1
0 1 2
3. ( ) 7
4 -1 0 3

0 1 1 1
6. <1 0) <o 1)
Exercice 2: Soit n € N*.

1. Soit A € #,,(K) telle que pour tout X € #,(K), AX = XA.
Montrer que A est une matrice scalaire.

2. Soit A € ., (K) telle que pour tout X € .#,(K), (AX)? = 0.
Montrer que A = 0.

1
L (1 2 3)(2
3

1
2. (2] (1 2 3)
3

1 1 2 2
3 0 4
01 0

Indication pour les deux questions : utiliser des matrices élémentaires.

Matrices carrées

Exercice 3:

1. Montrer que toute matrice carrée peut se décomposer de maniere unique comme
la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique.

2. Soient deux matrices symétriques. Montrer que leur produit est symétrique si
et seulement si les deux matrices commutent.

3. Montrer que, lorsqu’il existe, I'inverse d’une matrice antisymétrique est anti-
symétrique.

Exercice 4: Calculer, pour tout n € [2;+oo[, la puissance n-itme de chacune des
matrices suivantes :

01 11 1 10 1 L1 01 1
A:(O 0);3—111;0:000;1):(0 1>;E:001
11 1 10 1 00 0

Exercice 5: Soient a,b € R. On considére les matrices suivantes de .#4(R) :

0100 a b 0 0
001 0 0 a b 0
T=10 0 0 1 M(ab)= o o o4 b
000 0 000 a

1. Calculer J™ pour tout entier naturel n.
2. Montrer que la matrice I, — J est inversible. Déterminer son inverse.

3. Calculer, pour tout n € N*, M(a,b)™.

Exercice 6: Soit n € N*.

1. Soit A € 4,(R) telle que A% = A.
Soit p € N*. Exprimer (A4 + I,,)? comme une combinaison linéaire de A et I,,.

. . . . 4
2. Déterminer les puissances successives de B = (1 61>.

a —b

Exercice 7: Pour (a,b) € R?, on pose M (a,b) = (b a )7 et on note

C ={M(a,b) / (a,b) € R?}

1. Montrer que C est stable par produit, et donner une formule pour le produit
M(a,b)M(c,d) ou a,b,c,d € R.

2. Soit (a,b) € R%. Calculer M(a,b)M(a,b)’. En déduire que M(a,b) est
inversible si et seulement si (a,b) # (0,0), et calculer alors son inverse.

3. On pose
p: C — C

(a _b> — a-+1ib
b «a

Montrer que (M N) = p(M)p(N) et que p(MT) = (M) pour tout M, N € C.
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Chapitre 11 : Calcul matriciel et systéemes linéaires

Systémes linéaires et opérations élémentaires‘

Exercice 8:

BB _

A8 _bd

A
BB ..

FYT
00
Quels sont les poids de 6‘7 y, , v ?

Exercice 9: Résoudre le systeme suivant :

x - y + z + t= 2
2rx — y + 3z + t= 3
r — 2y + 3z — t= 0

Exercice 10: Soit a € R. On étudie le systeme suivant :

r — 2y + 3z = 2
r 4+ 3y — 2z = 7
20 — 2y + ad’z = a+4

1. En fonction du parametre a,
plusieurs solutions.

déterminer si ce systéeme admet aucune, une ou

2. Résoudre ce systeme.

Exercice 11: Equilibrer I’équation chimique suivante aCs H1g+b02 = cH,O+dCOs.

Exercice 12: Montrer que les matrices suivantes sont inversibles, et calculer leurs
inverses :

-2 -3 0 0 2 -1 1 -1
1 0 5
3 4 0 0 -1 2 -1 1
A_gig B= 0o 0 7 -5 ¢= 1 -1 2 -1
0o 0 3 -2 -1 1 -1 2
1 0 -1
Exercice 13: Montrer que A= | 1 2 1 | n’est pas inversible.
-1 4 5

Exercice 14: Des nombres sur des briques ont été effacés. Le nombre inscrit sur
chaque brique est égal a la somme des nombres inscrits sur les deux briques situées
juste en dessous. Retrouver les nombres effacés sur les briques formant la base.

182

H. Bringuier

PCSI 803 — Lycée Déodat de Séverac

2023/2024



